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Um dos usos da analise de regressdo ¢ verificar se, € como, uma ou mais variaveis
independentes X influenciam o comportamento de outra variavel dependente Y . As variaveis
independentes podem ser fixas, como no caso de tratamentos quantitativos (por exemplo:
doses de adubo, niveis de proteina, idade de plantas) ou aleatorias, como por exemplo,
diametro de arvores, peso de animais, biomassa seca de plantas.

Do ponto de vista estatistico, fazer uma analise de regressdo consiste em estabelecer
uma relacdo funcional entre a variavel dependente Y e a(s) variavel (eis) independentes X,
ou seja, ¥ = f(X;,X;,..,X,), sendo p o nimero de varidveis independentes ¢ obter e testar

as estimativas dos parametros dessa relacao.

Modelo estatistico da regressdo
A relacdo entre a variavel dependente Y e a(s) variavel(eis) independentes (X;) €

denominada modelo, podendo-se apresentar de duas maneiras: modelo linear ou modelo ndo-
linear. Neste documento, apenas os modelos lineares serdo abordados.

Modelo linear

Dada uma variavel dependente Y;, com i=1,2,....,n observagdes e p varidveis
independentes X;, também com i=1,2,..,n observagdes, o0 modelo de regressdo linear na
forma algébrica é:

Y, =By + BiXy + Xy ++ B, X, +e
em que
Y; ¢ a variavel dependente, obtida na observagao i .
Bo> B> B2 B, $80 0s pardmetros da regressao.

Xy, Xy X, 880 as variaveis independentes, na observagao i.

e; € o0 erro associado a observagao Y, .
Na forma matricial, 0 modelo linear pode ser apresentado como:
Y=Xf+¢

em que

Y ¢ o vetor de observacdes.

X ¢ a matriz de varidveis independentes.

B ¢é o vetor de parametros.

¢ € o vetor de erros.

Sendo:
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Pressuposicoes do modelo linear

1. A variavel dependente Y ¢ funcao linear da(s) variavel(eis) independente(s).
2. Os valores da(s) variavel(eis) independente(s) X sdo fixos, isto ¢, X ndo ¢ uma variavel
aleatoria.

De acordo com Leite (1992), pode-se demonstrar que sob determinadas
pressuposi¢des, se X for uma varidvel aleatoria, os resultados obtidos continuam validos, se
pressupde-se que os valores de X sdo fixos.

3. A média dos erros € nula, isto é, E(e;)=0 ou E(&)=¢.

Essa pressuposicao exclui a existéncia de erros sistematicos na mensuracdo da variavel
dependente Y (Leite, 1992).

As pressuposicoes (1), (2) e (3) sdo necessarias para demonstrar que os estimadores

de minimos quadrados sdo ndo-tendenciosos, ou seja, E(8)=/.
4. A variancia do erro (ou variancia residual) é sempre igual & o2, ou seja, ¥ (¢;)=c*, que
implica em erros homocedasticos.
Quando ndo ¢ razoavel supor que os erros sdo homocedasticos, deve-se utilizar um
método ponderado para obter as estimativas do vetor S, ou seja, o método dos minimos

quadrados ponderados (Leite, 1992).
5. Os erros sdo independentes, ou seja, E(e;,e;)=0, para i#i". Isso significa que
cov(e;,e;) =0, ou seja, os erros sdo nao-correlacionados.
Segundo Leite (1992), essa pressuposicao, em geral, ndo ¢ atendida quando se trabalha
com séries cronologicas de dados, sendo indicado para a obtencdo das estimativas do vetor
B, 0 método dos minimos quadrados generalizados.

As pressuposicoes (1), (2), (3), (4) e (5) permitem demonstrar que os estimadores de
minimos quadrados sdo lineares, ndo-tendenciosos e de varidncia minima (Leite, 1992).
6. Os erros seguem a Distribui¢io Normal, ou seja, ¢, ~ N (0,0%) ou ¢~ N (¢,/c%), onde N
significa normalmente distribuido e 7 ¢ a matriz identidade.

Essa pressuposicdo ¢ necessaria para a construcdo de testes e de intervalos de
confianca para os parametros do modelo admitido.

Problemas da andlise de regressdo

De acordo com Leite (1992), o problema basico da teoria de regressao consiste em:
1. Estimar os pardmetros do modelo admitido.
2. Construir testes de significancia para esses parametros.
3. Construir intervalos de confianga para esses pardmetros, com base na equacao obtida.

Estimadores dos pardmetros do modelo de regressdo

A estimativa dos parametros do modelo de regressao pode ser feita por meio de
métodos como: método dos minimos quadrados ordinarios (MMQO), método dos minimos
quadrados em dois estagios (MMQ2S), método dos minimos quadrados ponderados (MMQP)
e método dos minimos quadrados generalizados (MMQG). A escolha de um ou outro método
dependera do atendimento das pressuposi¢cdes anteriormente citadas. O MMQ2S ¢ usado
quando ha interesse em ajustar um sistema de equagdes simultaneas. Neste documento, sera
abordado o método dos minimos quadrados ordinarios, que se aplica a maioria dos casos
encontrados.



Método dos minimos quadrados ordindrios
Considerando o modelo de regressdo linear, em sua forma matricial ¥ = Xg + ¢, o erro
¢ dado por: e=Y - Xp.
A soma de quadrados dos erros (SQE) pode ser obtida por:
SQE =&'s =(Y — XB)' (Y — XP)
ge=Y-pX)Y-XP)
Ee=YY-YXB-BXY+BXXPB
Como as matrizes ¥ 'Xg e #'X'Y tém dimensdes 1 X 1 ¢ sdo mutuamente transpostas,
pode-se escrever que Y XS =/XY. Desta forma, a soma de quadrados dos erros pode ser
escrita como:
ge=YY-28XY+ B XX
Sabe-se que, para obter o ponto de minimo da soma de quadrados dos erros, ¢
necessario fazer a diferencial (5) de ¢’¢ em relagdo a £, igualando o resultado a zero (¢).
Assim, pode-se escrever:
5(e) SYY-2BXY+BXXB)
(B 5(P)

5(£€)==2(P)XY +(5B)X XB+ B X X ()

Como (68X XB e [ X X (58) tém dimensdes 1 x 1 e sdo mutuamente transpostas,
tétm-se (OB X X=X X (5F) e a diferencial da soma de quadrados dos erros pode ser
escrita como:

5(£€)==2(P)XY +2(5) X' XB

S(ee)=2(f) X XB-XY)

Sendo (0f") arbitrario, se a soma de quadrados dos erros for igualada a zero (¢), tem-
se:

d(ge)=¢

(X'XB-XY)=¢ e,

X'XB=X'Y, que é o sistema de equacées normais, sendo B o vetor dos estimadores
dos pardmetros do modelo de regressdao admitido.

Para resolver esse sistema de equacdes, ou seja, para obter o estimador 3, se (X'X) &
uma matriz nao-singular (determinante diferente de zero) entdo a matriz inversa comum
(X'X)™! pode ser pré-multiplicada a ambos os membros do sistema de equacdes normais, da
seguinte forma:

X'XB=XY  (pré-multiplicar a matriz (X' X)™")

X X)X xp=x'X)"'xY (sendo (X'X)' XX =1, matriz identidade)

B=(X"X)"' XY ¢éo estimador de minimos quadrados, que torna minima a soma

de quadrados dos erros.

Ao se obter as estimativas por meio do estimador }3, esta se obtendo os coeficientes

da equacao de regressao pelo método dos minimos quadrados ordinarios.

Andlise de varidncia da regressdo e teste F

Toda analise de varidncia consiste no desdobramento da variagdo total em partes
devidas a fontes de variagdo intencional e ndo-controlada. Na analise de varidncia da



regressdo segue-se 0 mesmo procedimento, obtendo-se as somas de quadrados total, devido a
regressdo e independente da regressao.

Hipoteses:
Hy: By=p,=..=B,=0 (oscoeficientes de regressio sdo iguais a zero).

H,:ndo H, (existe pelo menos um coeficiente de regressdo diferente de zero).

Soma de quadrados total
A soma de quadrados total ¢ dada por:

SQtotal =YY - C
a) com GLtotal =n —1 graus de liberdade quando o modelo inclui a constante £,,.
b) com GLtotal =n quando o modelo ndo inclui a constante £,

5]

sendo C a corregdo obtida por: C=~="1_7_
n

Soma de quadrados da regressdo

A soma de quadrados da regressao, também denominada soma de quadrados devida a
regressao, ¢ dada por:

SQreg=p'XY-C, com GLreg=p graus de liberdade, sendo p o numero de
variaveis independentes no modelo.

Soma de quadrados do residuo da regressdo:

A soma de quadrados do residuo da regressdo, também denominada soma de
quadrados dos desvios da regressdao ou soma de quadrados independente da regressdo, ou
soma de quadrados dos erros da regressdo, conforme ja visto, é dada por:

SORreg=¢'c =(Y — XB) (Y — XB)

ge="-p'X)Y-XpB)
Ee=YY-YXB-BXY+BXXB

Como as matrizes Y 'Xf e #/X'Y tém dimensdes 1 X 1 e sdo mutuamente transpostas,
pode-se escrever que Y X8 =/XY. Desta forma, a soma de quadrados dos erros pode ser
escrita como:

SORreg =YY -2 XY + B X Xp

Como X' XB=X'Y, tem-se: SQRreg=YY-28XY+[XY

Logo, SORreg=YY - B XY,

a) com GLRreg =n—1- p graus de liberdade quando o modelo inclui a constante /.
b) com GLRreg=n—- p quando o modelo ndo inclui a constante g, .
Na pratica, a SQRreg € obtida pela diferenca entre a soma de quadrados total e a soma

de quadrados da regressdo, ou seja:
SORreg = SQtotal — SQreg

Quadrado médio da regressdo

O quadrado médio da regressdo ¢ obtido pela razdo entre a soma de quadrados e os
graus de liberdade da regressao, ou seja:



OMreg = 32r¢8 _ 50reg
GLreg p

Quadrado médio do residuo da regressdo
O quadrado médio do residuo da regressdo ¢ obtido pela razdo entre a soma de
quadrados de residuos e os graus de liberdade do residuo da regressao, ou seja:

SORreg

OMRreg = , sendo GLRreg=n—-1-p ou GLRreg=n-p
GLRreg

F calculado
O valor de F calculado ¢ obtido pela razdo entre o quadrado médio da regressdo e o
quadrado médio do residuo da regressao, ou seja:
OMreg
OMRreg

cal =

F tabelado: F,, =F,(GLreg;GLRreg), em que « ¢ o nivel de significancia, GLreg ¢ o
numero de graus de liberdade da regressdo e GLRreg € o numero de graus de

liberdade do residuo da regressdo (Tabelas 8 € 9).
A andlise de variancia da regressao pode ser apresentada como no Quadro 32.
Quadro 32 — Analise de variancia da regressao

FV GL SQ QM F
Regressao P SQreg QMreg F cal
Residuo (n-1)-poun—p SQRreg QMRreg
Total n—1 oun SQtotal
Regra de decisdo
Se F., > F,,;, aregressdo ¢ significativa, ou seja, existe pelo menos um coeficiente de

regressao estatisticamente diferente de zero, considerando o nivel « de significancia.
Se F.,<F,,, a regressdo ¢ ndo-significativa, ou seja, todos os coeficientes de

regressao sdo estatisticamente nulos, considerando o nivel « de significancia.

Testes de significdncia para os pardmetros de regressdo:
Os parametros do modelo de regressdo, seja apresentado na forma algébrica,
Yi=Po+ BiXy+ B Xoi +. 4 f,X, +e
ou matricial, Y = Xf + ¢, podem ser testados. Para isso, € necessario conhecer as variancias ¢

as covariancias dos parametros.
A estimativa da matriz de variancias e covariancias dos parametros de modelo de

regressdo, denotada por cov (B) ¢é dada por:



_I}(/}O) ) CAOVA(/éoaﬁl) CaV(/?o»:{}z) C(A)V(,‘ioﬁ,{}p)_
X cov(By, B1) V(B cov(fy, ) - cov(py, ﬂp )
OV (B)=(X'X)7'S% =\ odv(By.f32)  <ov(Bi,By) V() v OV(By, By)

VB, B,) V(B B,) cov(BaBy) - V(B)
em que

$?% é o quadrado médio do residuo da regressdo (OMRreg), denominado varidncia residual.
V( /;’l-) ¢ a estimativa da variancia do pardmetro f,; .

c6v(,l§,-, B,) ¢ a estimativa da covariancia entre os parametros f; € S, para i #i .

Os erros-padrdo das estimativas dos pardmetros de regressdo sdo obtidos extraindo-se
a raiz quadrada das varidncias, dispostas na diagonal principal da matriz de varidncias e
covariancias, sendo utilizados nos testes de significancia dos parametros.

O teste mais utilizado para verificar a significancia dos parametros da regressao ¢ o
teste t, descrito a seguir:
Hipoteses:

H,: ;=0 (ouseja, o coeficiente de regressao ¢ estatisticamente nulo)

H,:. p; #0 (o coeficiente de regressao ¢ diferente de zero).
Diferen¢a minima significativa (DMS):

A diferenca minima significativa (DMS) do teste t ¢ obtido em fun¢do do nivel de
significancia (a) do teste e do nimero de graus de liberdade do residuo da regressao

(GLRreg), ou seja:
tup =ty (GLRreg)=t,(n—1- p) para modelos que incluem g, (Tabela 15).
tup =t, (GLRreg)=t,(n— p) para modelos que ndo incluem g, (Tabela 15).
Estimativa do t a ser testado:

cal = ﬁi _Aﬂ
S8
Na maioria dos casos, por hipotese, f=0. Assim, o t calculado ¢ expresso por:
Leal = Lﬁ
S(B:)
em que

t.. € aestimativa do ¢ calculado.
p; ¢ a estimativa do parametro a ser testado.

S(f;) ¢ o erro-padrio da estimativa do pardmetro de regressio.

Regra de decisdo:
- Se |ty | =t rejeita-se H,, ou seja, o coeficiente de regressdo ¢ estatisticamente

diferente de zero, ao nivel « de probabilidade.

- Se |ty l<t,, ndo se rejeita H,, ou seja, o coeficiente de regressdo ¢
estatisticamente nulo, ao nivel « de probabilidade.

Observacoes:
- A hipotese a ser testada ndo necessariamente tem que ser nula.
- Algumas vezes pode ser de interesse testar a constante de regressao.
- E importantissimo que os coeficientes de regressio sejam significativos.



- Intervalos de confianga para as estimativas dos pardmetros podem ser obtidos por:

]C(ﬂAi)3ﬂAi iS(ﬁi) lo -

Qualidade do ajuste da equacdo de regressdo:

Uma vez ajustada a equagdo de regressao, seja pelo método matricial, com o uso da
expressdo £ =(X'X)"' XY ou por meio de somatdrios (ndo apresentados neste documento),
verificado o teste F da analise de variancia e testadas as significancias dos coeficientes, a
qualidade do ajuste deve ser verificada.

O coeficiente de determinagdo, o erro-padrdo e o coeficiente de variagdo da regressdo
podem ser utilizados com esse propésito, além da analise grafica dos residuos da regressdo. E
importante também analisar os sinais dos coeficientes da equacdo e fazer as devidas
interpretagdes.

1. Coeficiente de determinagdo
O coeficiente de determinagido (R?) ¢ definido como a parte da variagdo total da

caracteristica estudada que pode ser explicada pela equacdo de regressao. A proporcao da
variavel dependente Y que esta sendo explicada pela(s) varidvel(eis) independente(s) X
também define o coeficiente de determinagao, que ¢ dado por:
o2 _ SOreg
SQtotal

em que
R? é o coeficiente de determinacio.
SQreg € a soma de quadrados da regressao.

SQtotal ¢ a soma de quadrados total.
A amplitude do coeficiente de determinagdo é 0<R?<1, ou, expressa em

porcentagem, 0<R? <100%, indicando que quanto mais préximo de 1 (um) ou de 100%,
melhor sera a qualidade do ajuste.

2. Coeficiente de determinagdo corrigido

Quando o nimero de observagdes ¢ igual a 2 (dois pontos), entre eles s6 é possivel
ajustar a equacdo de uma Unica reta, com coeficiente de determinagcdo maximo, igual a 1.
Neste caso, os desvios da regressdo sdao nulos.

Pode-se dizer entfio, que o coeficiente de determinagdo R* é dependente do numero de
observagdes (n) da amostra e tende a aumentar quando » diminui. Para contornar esse

problema ¢é utilizado o coeficiente de determinagdo corrigido (R?), também chamado
coeficiente de determinacdo corrigido (ou ajustado) para os graus de liberdade e expresso

por:
R*=R? - 1-R°
n-—2

em que

R? ¢ o coeficiente de determinagdo corrigido.

R? ¢ o coeficiente de determinacio.
n € o nimero de observagoes.
Observagdes:

- R*<R?, exceto quando R* =1



- O R? pode ser negativo.
- Na pratica, quando o modelo de regressdo ¢ linear simples, com forma algébrica:
Y, =B, + B X, +e;, 0 coeficiente de determinagdo, inclusive o corrigido, ¢ denotado por letra

2 ou 72,

minuscula, ou seja, € escrito como r
3. Erro-padrio da regressio
O erro-padréo da regresséo (S,,) mede a variagdo das observagdes em torno da curva

gerada pela equagdo, ou seja, mede os desvios da regressdo e é dado por:

S =JOMRreg

O intervalo da dispersdo das observacdes pode ser definido, se for associada uma
distribuicdo de probabilidade ao erro-padrdo da regressdo, considerando um nivel de
significancia « .

Por exemplo, se for utilizada a distribui¢do t e o nivel de significincia «, em (1-«)
das vezes em que for ajustado o modelo de regressdo, a estimativa do erro-padrdo estara no

intervalo 5,7, .

4. Coeficiente de variagio da regressdo

Outra medida da qualidade do ajuste de uma equagdo ¢ o coeficiente de variagdo da
regressdo, expresso em porcentagem da média da variavel dependente. Esta medida é dada

por:
A OMR

em que
CV ¢é o coeficiente de variagdo.
OMRreg € o quadrado médio do residuo da regressao.

Y é amédia dos valores observados da variavel dependente Y .

5. Andlise grifica dos residuos:

Em qualquer analise de regressdo, desde que o nimero de observagdes ndo seja muito
reduzido (n<10), é importante efetuar analises graficas dos residuos. Estas analises resultam
em uma visdo clara da qualidade do ajuste, da possivel ocorréncia de tendéncias indesejaveis
(superestimag@o ou subestimagdo) e da presenca de dados discrepantes (que as vezes podem
ser caracterizados como outliers e eliminados procedendo-se um novo ajuste do modelo).
Permitem ainda identificar o uso de um modelo inadequado e a violagdo de pressuposi¢des da
analise de variancia.

Os residuos da regressdo sao definidos como as diferencas entre os valores estimados
pela equacio e os valores observados da variavel dependente Y , ou seja, ¢, =Y, —Y,.

Existem varias formas de se fazer a analise grafica dos residuos da regressao, entre
elas: a) Grafico de Y e Y versus X ; b) Grafico de Y (estimativa da variavel dependente)
versus Y (variavel dependente observada); c) Distribuicdo de freqii€ncia dos desvios da
regressao; d) Grafico de desvios percentuais.
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Exemplo 21:

Em um plantio de soja, num sistema agroflorestal, foram amostradas 12 plantas,
aleatoriamente, durante um periodo de oito dias ap6s a aplicagdo de um determinado
herbicida. A biomassa seca da parte aérea, em g/planta, com o objetivo de estudar seu
crescimento. Os dados mensurados sdo apresentados no Quadro 33.

Quadro 33 — Biomassa seca de soja, em g/planta

Planta Tempo (dias) Biomassa
1 1 66
2 2 100
3 3 148
4 3 142
5 4 197
6 5 228
7 5 238
8 5 239
9 6 272
10 6 279
11 7 327
12 8 377

Para estudar a relacdo funcional entre o tempo ¢ a biomassa deve-se fazer inicialmente
um grafico de dispersdo a fim de verificarmos a presenca de outliers e analisar o
comportamento dos dados.
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Figura 4 — Biomassa seca observada da parte aérea de plantas de soja.

Nesta dispersdo ndo foram detectados outliers e observou-se que a biomassa aumenta
linearmente com o aumento do tempo, sugerindo que o modelo linear simples pode ser
adequado para descrever a relacdo funcional. Cabe lembrar que em geral esse tipo de dado
apresenta comportamento com tendéncia sigmoidal ou exponencial; aqui, para simplificagao,
foi utilizado apenas um pequeno segmento de dados com tendéncia linear..

O modelo estatistico na forma algébrica é: Y, =5, + S, X|; +e¢;

O modelo estatistico na forma matricial ¢: Y=X8+¢

em que
EEEY 1] o]
V) 100 1 2 €
V3 148 1 3 €3
V4 142 1 3 ﬂ €4
vs | |197 14 f= [ 0} e

yo| Yo | |22 yo |13 2LAL oo |66
7 238 15 €7
Vs 239 15 eg
Y9 272 1 6 ey
Y10 279 16 €y
i 327 17 e
L] 1,1377] pll 8l 12L612 4

Ajuste da equagdo de regressdo:
Obtenc¢ao da matriz X' X :

(U R R T A
X'X=
J1 2334555667 8],

~ {12 55}
,155 299],

—_ = = e e = m e e e e

0 N AN N R W W N =

10



Determinante da matriz X' X :

det (X' X) = (12) (299) — (55) (55) = 3588 — 3025 = 563..

Como X'X ¢ uma matriz ndo-singular (ou seja, com determinante diferente de zero),
existe a matriz inversa comum (X'X)™', dada por:

_ 1 '
XX) ' =————[cof (X' X

@0 = L ()]
sendo [cof X'Xx )]' a transposta da matriz de cofatores de (X'X).
299 — 55}

Matriz de cofatores de (X'X): [Cof(X'X)]={cn C12}={ 55 12

€21 €2
¢;p = (=)' det[299]=1(299) = 299
cip = (=)' det[s5]=~1(55) =55
¢yy =(=1)*" det [55]=—1(55) =55
¢y = (=) det[12]=1(12)=12
Transposta da matriz de cofatores (também chamada de matriz adjunta):

[eof (X' 3)] = 299 —55
cof (X' 0] = -55 12

Matriz inversa comum (X' X)':

XX = [eof (1)) 1{299 _55}

~ 0,5311 —0,0977
et (X'X) 563|-55 12

-0,0977  0,0213
Matriz X'Y:
66
100
148
142
197
X‘Y:{l 1111111111 1} 228 :{2.613}
1 23345556 6 7 8], (238 ,14.060]
239
272
279
327

1377,

Estimativa do vetor de parametros da regressao:

Bt X)Xy { 0,5311 —0,0977} {2.613}_{14,1865}_{&0}
2 2

—-0,0977 0,0213|,]14.060 44,4139 [31
Equacdo ajustada: Y =14,1865 + 44,4139 X

Andlise de varidncia da regressdo:
Soma de quadrados total: SQtotal =Y'Y — C

11



© 66
100
148
142
197
Y‘Y=1[66 100 148 142 197 228 238 239 272 279 327 377]12 228 =661.865,00

238
239
272
279
327
377

" 2
i=l
n
SQtotal =Y'Y — C =661.865,00 — 568.980,75 =92.884,25

com GLtotal=n—-1=12-1=11 g.L

_ (2.613)?

Corregdo: C= =568.980,75

Soma de quadrados da regressdo: SQreg='X'Y —-C
2.613
SOreg =[14,1865 44,4139] —568.980,75
14.060

SOreg = 661.528,76 — 568.980,75 =92.548,01 , com GLreg=p=1 g.l.

Soma de quadrados do residuo da regressio: SQRreg=Y'Y — B X'Y
SORreg =661.865,00 — 661.528,76 =336,24, com GLRreg=n—-1-p=12-1-1=10 g.L

Quadro 34 — Analise de variancia da regressao

FV GL sQY QMm" F
Regressio 1 92.548,01 92.548,0100 2752,44 **
Residuo 10 336,24 33,6240

Total 11 92.884,25

** F significativo a 1% de probabilidade.
F tabelado: F,,, = F,(GLreg;GLRreg)=F, (p;n—1- p)=F,(1;10)=10,04 (Tabela 9).

Regra de decisdo:
Como F,,>F,,, rejeita-se H,, ou seja, existe pelo menos um coeficiente de

regressao estatisticamente diferente de zero, a 1% de probabilidade.
Neste caso, como o unico coeficiente de regressdo € o S, o teste F € conclusivo. O

teste t para o coeficiente de regressdo ¢ dispensavel, uma vez que é valida a relagdo 1> = F .
Apesar disso, a significancia do coeficiente S, sera testada para efeito didatico.
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Teste de significdincia para os parametros:

Hipoteses:
Hy: B, =0 (ouseja, o coeficiente de regressao € estatisticamente nulo)
H,:. B #0 (o coeficiente de regressdo ¢ diferente de zero).

Diferenca minima significativa (DMS):
t,p =t, (GLRreg)=t,(n—1- p)=ts, (12 —1—1)=ts, (10) = 2,23
= tl% (10) = 3,17 (Tabela 15)

Matriz de variancias e covariancias: cdv(B)=(X'X)"S? :{ . V (ﬁ:O) cov (4 0 ”BA 1):|
cov (By, B1) V(B

A 0,5311 -0,0977 17,8577 —3,2851
cOoVv (ﬁ) = (33,6240) =
-0,0977 0,0213 —3,2851 0,7162
Estimativa do t a ser testado:
B, 44,4139

toy =———= =52,48
“T sy Jonez
Regra de decisdo:
Como |1, | > t,, , rejeita-se H,, ou seja, o coeficiente de regressao € estatisticamente

diferente de zero, a 1% de probabilidade, pelo teste t.

Qualidade do ajuste:

2 SQOreg  92.548,01
 SOtotal  92.884,25

ou seja, 99,64% da variacdo na biomassa pode ser explicada pela variagao do tempo.

2. Erro-padrdo: S, =JOMRreg =+/33,6240 =5,7986

ou seja, a dispersao dos dados em torno da regressdo ajustada ¢ de 5,7986 g/planta.

\ OMRreg /33,6249

3. Coeficiente de variagdo: CV = — .100= .100=2,66%
Y 217,75

ou seja, a dispersdao dos dados em torno da regressao ajustada, em relacdo a média € igual a
2,66% .

4. Analise grdfica dos residuos,de Y e Y versus X e de grafico de desvios percentuais

1. Coeficiente de determinagdo: r

0,9964
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Exemplo 22:

Em um plantio de milho do mesmo sistema agroflorestal da questdo anterior, foram
amostradas 25 parcelas, aleatoriamente, nas quais foram avaliados a altura da primeira espiga
(X,), o teor de proteina (X,)e a producdo por hectare (Y). Para avaliar o efeito da altura da
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primeira espiga e do teor de proteina sobre a producdo, pode-se ajustar um modelo de

regressao que descreva tais relagdes. Os dados mensurados sdo apresentados no Quadro 35.

Quadro 35 — Altura da primeira vagem, teor de proteina e producdo de milho

Parcela Altura (cm) (X)) Proteina (mg) (X,) Producio (kg/ha) ()
1 0,60 82 110,2
2 1,35 163 233,3
3 1,01 61 138,4
4 0,53 86 105,1
5 0,85 42 111,3
6 1,53 199 2733
7 1,25 120 198,0
8 0,52 39 76,2
9 1,61 222 2947
10 0,68 60 104,8
11 1,27 93 184,0
12 0,86 141 172,0
13 1,13 72 156,9
14 0,78 88 131,6
15 1,39 203 261,7
16 1,02 161 199,9
17 0,51 45 78,5
18 0,62 22 75,4
19 1,15 143 201,7

20 1,20 183 230,5
21 1,44 129 221,5
22 0,51 60 86,0
23 1,03 102 165,5
24 1,56 170 258,8
25 0,77 122 151,3

Para estudar a relacdo funcional entre a altura da primeira espiga e do teor de proteina
com a produgdo, deve-se inicialmente fazer um grafico de dispersdo para a produgdo em
funcdo da altura da primeira espiga e outro, da producdo em fun¢do do teor de proteina,
conforme a seguir.

400 T
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300 +

200 +

100 +

400 +
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< 300 4 .
o0 [ 1
=) " .
o il |
w200 + LY ]
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A~ | ']
0 } } } i
0,0 0,5 1,0 L5

Altura da primeira espiga (cm)

2,0

50

100 150 200
Teor de proteina (mg)

250

Nestas dispersdes ndo foram detectados outliers ¢ observou-se que a producao de
milho aumenta 4 medida que tanto a altura da primeira espiga (Figura 5) como o teor de
proteina (Figura 6) aumentam. As Figuras sugerem que existe uma relacdo funcional da

variavel dependente, de efeito linear simples com ambas as variaveis independentes.

Neste caso, o modelo linear multiplo a ser estudado ¢:
Yi =Py + BiX1+ Xy +e

(modelo estatistico na forma algébrica)
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ou Y=X(+¢
em que
C oy | [110,2] 1 0,60 82]
Vs 2333 1 135 163
138,4 1 1,01 6l
y=| 3 X=
Vou 258,8 1 1,56 170
Vs | sl 1513, L1077 122
Ajuste da equagdo de regressdo:
Obtencao da matriz X' X
1
1
1 1 I .. 1 1 )
X'X=10,60 135 1,01 1,56 0,77
3 82 163 61 .. 170 122 ’s {
25l 1

Determinante da matriz X'X :

0,60
1,35
1,01

1,56
0,77

p=

82]

163

61
170
122

(modelo estatistico na forma matricial)

Bo
B Y=
3 B 1
25,00
= 25,17

€
€

€3

€24

251625

25,17
28,47

O determinante da matriz (X'X) pode ser calculado pela regra de Sarrus.
25,17
28,47

25,00 25,17 2.808,00
25,17 28,47 3.222,07
2.808,00 3.222,07 394.044,00

25,00
25,17

2.808,00 3.222,07

2.808,00
3.222,07

,12.808,00 3.222,07 394.044,00 |,

det (X' X) = (25,00) (28,47)(394.044,00) + (25,1 7)(3.222,07)(2.808,00) + (2.808,00)(25,17)(3.222,07)
—(25,17)(25,17)(394.044,00) — (25,00)(3.222,07)(3.222,07) — (2.808,00)(28,47)(2.808,00)

det (X' X)=2.257.211,43

Como X'X ¢ uma matriz ndo-singular (ou seja, com determinante diferente de zero),

existe a matriz inversa comum (X'X)"', dada por:

X'x)" = [cof (X' X))

det (X' X)

sendo [cof X'Xx )] a transposta da matriz de cofatores de (X' X)

Matriz de cofatores de (X'X):

ey o o 836.697,60 —870.51492  1.155,75
[ cof (X'X)]: Cyy Cyy Cpy |=|—870.51492 1.966.236,00 —9.87439
cn 1.15574  —9.87439 78,22
" 28,47 3.222,07
¢y = (=)' det =836.697,60
3.222,07 394.044,00
- 2517 3.222,07
¢y = (=)' det =-870.514,92
2.808,00 394.044,00
2517 28,47

— _1 1+3
=D {2 808,00 3.222,07

} 155,74
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2517  2.808,00
3.222,07 394.044,00

2500  2.808,00
{2.808,00 394.044,00

2500 2517
[2.808,00 3.222,07}
2517 2.808,00
28,47 3.222,07
25,00 2.808,00
25,17 3.222,07}
25,00 2517
25,17 28,47

¢y = (-1 det { } =-870.514,92

Cyy = (1) det }: 1.966.236,00

Cpy =(=1)** det =-9.874,39

31 = (1> det }:1.155,74

3y = (~1)*? de‘{ =-9.874,39

33 = (-1 det[ }: 78,22

Transposta da matriz de cofatores (também chamada de matriz adjunta):
836.697,60 —870.514,92 1.155,75

[cof (X'X)] =|-870.51492 1.966.236,00 —9.874,39
1.155,74  —9.874,39 78,22

Matriz inversa comum (X'X) '

'l 1 BT
(X' X) =m[wf()( X))
836.697,60 —870.514,92 1.155,75
(X'X)‘l=m —870.514,92 1.966.236,00 —9.874,39
’ 1.155,74 -9.874,39 78,22
0,3707 —0,3857 0,000512
(X'X)™" =| —0,3857 0,8711 —0,004375

0,000512 -0,004375  0,000035

Matriz X'Y :

[110,2]

2333
1 1 1 ... 1 1 4.220,60

138,4
X'Y= 10,60 135 101 .. 156 0,77 = | 4.800,23
,L 82 163 61 .. 170 122] 25838 ,1560.885,40 |

L5l 1513],

Estimativa do vetor de parametros da regressao:
0,3707 —-0,3857  0,000512 4.220,60

B=(X"X)XxY=|-03857 08711 —0,004375|| 4.800,23
0,000512 —0,004375  0,000035 | | 560.885,40
0,5191] |2,
B=X"X)" XY =[100,0733 |=| A
0,6014| |4,
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Equacdo ajustada: Y =0,5191+100,0733 X, +0,6014 X,
Andlise de varidncia da regressdo:

Soma de quadrados total: SQtotal =Y'Y - C

[110,2 ]
2333
Y'yY=,[1102 2333 1384 .. 2588 1513]; 1384
2588
| 1513

25

2
P J ~(4.220,60)°

n 25
SQtotal =Y'Y — C =819.896,90 — 712.538,57 =107.358,33

com GLtotal =n—1=25-1=24 g.l.

Correcao: =712.538,57

Soma de quadrados da regressdo: SQreg=A'X'Y —-C
4.220,60

=819.896,90

SQreg=[0,5191 100,0733 0,6014] 4.800,23 | —712.538,67

560.885,40

SOreg =819.891,43 — 712.538,57 =107.352,86, com GLreg=p=2 g.l.

Soma de quadrados do residuo da regressdo: SQRreg=Y'Y — ' X'Y
SORreg =819.896,90 —819.891,43 =547, com GLRreg=n—-1-p=25-1-2=22 g.l.

Quadro 36 — Analise de variancia da regressao

FV GL SQ QM F
Regressdo 2 107.352,86 53.676,4300 215.914,84 **
Residuo 22 547 0,2486

Total 24 107.358,33

** F significativo a 1% de probabilidade.

F tabelado: F,,, =F,(GLreg;GLRreg) =F,(p;n—1— p)=F,(2;22)=5,72 (Tabela 9).

Regra de decisdo:

Como F,,>F,,, rejeita-se H,, ou seja, existe pelo menos um coeficiente de

regressao estatisticamente diferente de zero, a 1% de probabilidade. Neste caso, pode ser que
a significancia apresentada no teste F seja devida apenas ao coeficiente £, ao coeficiente f3,,

ou a ambos. E necessario testar esses coeficientes por meio do teste t.



Teste de significancia para os parametros:

Matriz de variancias e covariancias: cdv ()= (X'X)"'s?

V(ﬁo) C(A)V(ﬁo,,él) CéV(ﬁOaﬁz)
ooV (B) = cov (By. B) V() cov(Bi.p)
v (o, B) <oV (B ) V(5y)

[ 03707  -03857  0,000512

cov (B)=| —0,3857 0,8711 —0,004375 | (0,2486)
10,000512 —0,004375  0,000035

[ 0,0022 —0,0959 0,000127

cov(B)=| —0,0959  0,2166 —0,0011

10,000127 —0,0011 0,000009

1) Teste t para o coeficiente f,:
Hipoteses:
H,: 5, =0 (ouseja, o coeficiente de regressao ¢ estatisticamente nulo)

H,: B, #0 (o coeficiente de regressdo € diferente de zero).

Diferenga minima significativa (DMS):
tup =ty (GLRreg)=t,(n—1— p)=ts5, (25 -1-2)=150,(22) = 2,07
=t,5,(22)=2,82 (Tabela 15).

Estimativa do t a ser testado:
_B-B_ B -0 1000733
S  {vp) 02166

215,03

cal

Regra de decisdo:
Como |t | > t,,, rejeita-se H,, ou seja, o coeficiente de regressio f; ¢

estatisticamente diferente de zero, a 1% de probabilidade, pelo teste t.

2) Teste t para o coeficiente f3,:
Hipoteses:
Hy: B, =0 (ouseja, o coeficiente de regressdo ¢ estatisticamente nulo)
H,: B, #0 (o coeficiente de regressdo ¢ diferente de zero).
Diferenga minima significativa (DMS):
ty =t, (GLRreg)=t,(n—1— p)=tsy; (25—1-2)=ts, (22)=2,07
=10,(22)=2,82 (Tabela 15).

Estimativa do t a ser testado:
3, — 3, -0
B -B_ B _0,6014 47

T S(By) Nz ./ 0,000000

cal
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Regra de decisao:
Como |t,,| > t,, rejeita-se H,, ou seja, o coeficiente de regressio p, ¢
estatisticamente diferente de zero, a 1% de probabilidade, pelo teste t.

Qualidade do ajuste:

»  SOreg 107.352,86
~ SOtotal  107.358,33

ou seja, 99,99% da variacdo na producdo de milho pode ser explicada pela variagao da altura

da primeira espiga e do teor de proteina.

Coeficiente de determinagdo: r

=0,9999

Erro-padrdo: S, =\/OMRreg =+ 0,2486 =0,4986

ou seja, a dispersao dos dados em torno da regressdo ajustada ¢ de 0,4986 kg/ha.

] OMR 40,2486
Coeficiente de varia¢do: CV = %.100 = 16’8—82'100 =0,30%

ou seja, a dispersdao dos dados em torno da regressao ajustada, em relacdo a média € igual a
0,30% .

Analise grdfica dos residuos:
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300 + . 25 +
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100 4+ — — — . 25+
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